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ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

Introducéao aos Limites
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x?-5x+6 Uma indeterminacao
f(X) — aparece: a divisdo
X -2 de zero por zero!
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(2)2-5(2) +6

fx) = =32

4-10+6 0
f(X)= 2.9 =T —




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

Entao o que esta acontecendo nesse ponto?

4

Ao desenhar o grdfico, obtemos uma
curva que parece bem comum no inicio,
mas na verdade gudrda um segredo

AN

Existe uma quebra,
um unico ponto faltando,

como um buraco na estrada

Aquele unico ponto pode ser indeterminado,
mas a resposta estd na sua vizinhanca




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

Facilmente percebemos pelo grafico

que o valor da funcdo se aproxima de -1
mesmo sendo um ponto em aberto

Em casos como esse,
dizemos que o LIMITE
da funcdo e -1.

im f(x)=-1

N .
\\/ E isso dcontece
a medida que Xx tende

ou se aproxima de 2




Respondido
Veja o limite abaixo e escreva, por extenso, como deve ser
pronunciada a expressdo:
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lim (x2- 2) = 23 R

X—5

Solucéo

“O limite da fungdo (x?-2) é igual a 23, quando x tende a 5.”

Traducdo: A medida que x se aproxima de 5 por
qualquer lado, o valor da funcdo se aproxima de 23

01. Veja os limites abaixo e escreva, por extenso, como devem ser

pronunciadas as expressoes:

a) lim (2x-7) = -1

x—3

b) lim - = o
x—0 |X|

c) lim f(x) = L

X—a

02. Veja o grafico ao lado e
escreva corretamente o limite
que representa quando nos
aproximamos do ponto x = m

A4 ]
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o1.

2) lim (2x-7) = -1

x—3

“0 limite da func¢ao (2x - 7) é igual a -1, quando x tende a 3.”

b) lim l = o0
x—0 |X|

“O limite da funcao 2 ¢ igual a infinito, quando x tende a 0.”

x|
> “2 dividido pelo médulo de x”

¢) lim f(x) = L

X—a

“0 limite da funcao f(x) é igual a L, quando x tende a a.”

02.
b

lim g(x)

X—m




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

I

Vizinhanca

Vamos voltar ao problema proposto no capitulo passado,
uma situacao em que “x” pode ser substituido
por QUALQUER valor real, mas com uma unica excegao.

& X°-5x+6

i(x) = X-2

MARCIC

grarass
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Quando “x” adquire o valor “2", a funcdo acaba
zerando no numerador e denominador dao mesmo tempo,
isso resulta no que chamamos de indeterminacdo.

(o) = & -25_(3) +6

,

0

e ———

Como a substituicao direta esta A

fora de questao, podemos tentar

olhar em sua vizinhanca, com s () s e
valores muito proximos de 2, <

como 19999 ou ate 2,0001:




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

Com a ajuda da calculadora, substituiremos x
por 1,9999, um valor menor e muito proximo de 2:

(1,9999)? - 5(1,9999) + 6

= = -] 1
f(1,9999) 1,9999 - 2 ,000
Tentaremos também outro valor proximo,
porém maior do que 2: 2,0001
%/
B (2,0001)2 - 5(2,0001) + 6 B
£(2,0001) = 7 00012 = -0,9999
MaRcl

Nas duas situagoes podemos
ver que os resultados estdo se
aproximando do numero “-1,
logo, esse ¢ o valor do limite.

.

lim X°-5X+6
X—2 X-2
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01. Com a ajuda de uma calculadora cientifica ou a do seu

celular, estime os valores dos limites a seguir:

im X -2x-15
X—9 X-5

a)

lim senx
I» x—-0 X

c) lim [x*+4 -2

x—0 X2

MARCIC
AZUL'AN
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01.

a) f(x)=

x?-2x -15
X-5

Pela esquerda

£(4,999) = 7,999

. Os valores convergem para 8
Pela direita

£(5,001) = 8,001

Sen x

b) f(x)=
Pela esquerda
£(-0,001) = 0,999

Pela direita

£(0,001) = 0,999

Os valores convergem para 1

) fx) = A2

Pela esquerda
£(-0,001) = 0,250

Pela direita

£(0,001) = 0,249

Os valores convergem para 0,25




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

Limites Laterais

Algumas funcoes possuirdo valores iguais quando x se
aproxima de um certo valor pela esquerda ou pela direita

No exemplo abaixo, se usarmos valores muito
proximos e menores que "5" (como 4,9999)

i, n

Y

a funcao se aproxima de “3”
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v X

E dito que o LIMITE _/—\
LATERAL ESQUERDO & “3” /—\

: 11}3};? f(x) =3

Usamos um sinal de negativo -

no canto superior do numero, I\)
para expressar essa ideia




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

E se vocé se aproximar pela direita,

[AZULF usando valores maiores e muito proximos

de 5 (como 5,00001), o valor do limite
também ira convergir para “3”

v X

O LIMITE LATERAL m
DIREITO tambem & "3

lim fx) =3
Usamos o sinal positivo X—9
no canto superior para )
expressar essa ideia

Resumindo, se os
limites laterais

SAao iguais entado o
limite geral EXISTE!
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ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

Isso ja muda completamente na fungao abaixo...

Veja que o limite lateral
ESQUERDO em relacdo a
X = 2 ¢ 0 numero 3

AL

MARCIC

Y A Mas se for feito o

mesmo pela DIREITA,
vemos que a fungdo
se aproxima de 1.
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Quando os limites laterais

sdo diferentes, ou um dos lim - lim
i n

lados ndo existe, entdo o X—2 xX—2a
limite lateral NAO EXISTE
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Respondido

Encontre os limites laterais da lim |X - 5|

funcdo ao lado, o limite geral 5 —_—

existe ou ndo existe? X— X-9
Solugdao

Esquerda: Vamos substituir x por um valor muito proximo
e inferior a 5. Por exemplo: 4,99.

lim [X-51 _ 1499-5  +0,01
x-5 x-5  4,99-5 -0,01

Direita: Vamos substituir x por um valor muito proximo
e superior a 5. Por exemplo: 5,01.

MARCIC

lim [x-5l _ [501-5 _ +0,01 ) ‘
x5 X-5 5,01-5 +0,01

O limite geral n@o existe, pois os limites laterais sdo diferentes.

Encontre os limites laterais das funcdes abaixo, o limite geral
existe ou ndo existe?

a) lim 4x-3

X—d
b) lim X+ 6|
X=6 x+6

C) lim 8'|2X|
x—0 X
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Respondido
Veja a funcdo ao lado: 3X-4  quando x<3
f(X) = 2 +4x quando 3<x<5
x2-3 quando x>5

a) Determine os limites laterais quando x tende a 3,
o limite geral existe nesse ponto?

b) Determine os limites laterais quando x tende a 5
o limite geral existe nesse ponto?

Solucao

a) Perceba que o ponto “x = 3” € o numero que separa
a primeira e a segunda parte da fun¢do:

3x-4 quando x <
f(X) = 2+4x quando 3<x<5
x2-3 quando x> 5

A primeira parte da funcdo “3x - 4” descreve os valores
laterais de 3 pela esquerda:

lim= 3x-4 = 3(3)-4

X-3-

A segunda parte da func¢do “2 + 4x” descreve os valores
laterais de 3 pela direita:

lim= 2+4x = 2+4(3) =

x-3*

Como os limites laterais sdo diferentes,
o LIMITE GERAL NAO EXISTE.
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b) O ponto “x = 5” € o nUmero que separa a segunda
e a terceira parte da funcdo:

3x-4 quando x <3
f(X) = 2+4x quando 3<x<5
x2-3 quando x> 5

A segunda parte da funcdo “2 + 4x” descreve os valores
laterais de 5 pela esquerda:

lim= 2+4x = 2+4(5) =

X->5-

A segunda parte da funcéo “x* - 3” descreve os valores
laterais de 5 pela direita:

lim= x*-3 = (5)?-3 =

x-5+

Como os limites laterais iguais,
o LIMITE GERAL EXISTE e € igual a 22.

4 I
A f(x)
v R — .
e o i
Sl I |
| | >
u 3 5 x
N\ )

Veja ao grdfico da funcgdo f(x), perceba que o limite
ndo existe quando “x = 3” e existe quando “x = 5”

MARCIC
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02. Veja a funcdo abaixo:

SX quando x<-1
f(x) = 10+ 5X quando -1<x<1
15x quando x> 1

a) Determine os limites laterais quando x = -1,
o limite geral existe nesse ponto?

b) Determine os limites laterais quando x =1,
o limite geral existe nesse ponto?

03. Analise os graficos abaixo e determine se os limites gerais
existem em torno de x = 2.

a) ' b) 1 ;
s .
| 2 > - /_
c) 1 : d 1 o
— '2 > '2 >

MARCIC
i IJ'AY




Resolucoes

0. a) lim 4x-3 =
X—5"
lim 4x-3 =
xX—5t
b) lim [X*6l
X=6" x+6
HH1|X+Q
X—=-6* x+6
c) lim 812x| _
x—0- 27X B
lim 812 _
x—0+ 7% -
02. a) lim 5x = -5
x—-1-
lim 10+5x =
x—-1+
b) lim 10+5x =
x—1-
lim 15x = 15
xX—1+
03. a) O limite existe

4(4,999) - 3 =

4(5,001) - 3 =

-6,001 + 6|

www.marcioazulayexatas.com

17

O limite existe

17

-6,001 + 6
-5,999 + 6|

-1

O limite
NAO existe

-5,999 + 6
8-/-0,001|
-0,001

810,001
0,001

+1

O limite NAO existe

+8

O limite NAO existe

+5

15

O limite existe

MARCIC

b) O limite nao existe (Se aproxima de infinito positivo
pela esquerda e infinito negativo pela direita)
c) O limite existe (Se aproxima do infinito positivo pela esquerda
e pela direita)
d) O limite existe, mesmo que a func¢do adquira outro valor em x = 2
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Limites Infinitos

A
y o f
/ X
>
=, f(x) =x>
LM].’I

lim X2 = O

X—-00

Em muitos casos, como
a fungdo quadratica ou a

exponencial, tendem ao infinito
quando “X” faz o mesmo

www.marcioazulayexatas.com

-
.




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

7!:11[11‘

ty
f(x) = -x?2

-

X

>

(o)

Y

i x = o0

Ou fazer totalmente
0 inverso, que ¢ o caso da
fungao acima que decresce
para o infinito negativo:

www.marcioazulayexatas.com




ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

As assintotas verticais
L sdo muito comuns

Notamos que a medida
que “x” fica muito proximo
de “2" a funcao dispara
para os infinitos

positivo e negativo!

Ndo podemos
esquecer de checar i
os limites laterais 1m f(x) = -0
esquerdo e direito, ok? X~2° ( )
J
4 // N\
Nesse caso li
de cima, o limite Xl%l f(X) = OO
geral nem existe... -
. J

\_—



ALMANAQUE DO CALCULO - LIMITES

Existem tambem os casos de assintotds horizontais
que ¢ quando uma fungao tende a um valor especifico,

ndo importa o qudo pequeno ou grande o valor de x seja

J

A\

MARCIC
Y
4
\ >
X
4x* + 30x
f(x) = —
X“+6
<
| Perceba que a medida

que X se aproxima do

infinito, a funcdo "y
se aproxima de “4”

(=

lim f(x) = 4

lim f(x) = 4

X — 00

O mesmo acontece
quando X tende
do infinito negativo
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Respondido
Determine os limites das funcdes a seguir:

a) lim 4x b) lim x?-x c) lim -3x - 1000
X—00 X—00 X—-00
Solucao

a) Faca a substituicdo direta, 4 multiplicado pelo infinito
continua sendo infinito

lim 4x = 4(00) = o0

X—00

b) Faca a substituicdo direta, teremos um infinito ao
quadrado subtraido de outro infinito:

lim x?2-x = (o0)%- ()

X—00

O primeiro infinito possui um crescimento ao quadrado,
iSsO € muito maior que o crescimento do segundo termo,
logo, a funcdo ainda tende ao infinito

()2~ (00) = oo

c) Faca a substituicdo direta, cuidado com o jogo de sinal
entre “-3” e o infinito negativo que substituimos:

lim -3x-1000 =
X—-00
-3(-c0) -1000 =
too -1000 =
oo

MARCIC

AZULAY
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Encontre os limites das fungdes abaixo:

a) lim x3 b) lim log (x)-5
X —00

X—00

d) lim _-9X e) lim -x®
x-% 7000 o0

Respondido

Determine os limites das funcdes a seguir:

a) lim L1 b) lim X
X—-00 ¥ X—0o X

Solugdao

a) Faca a substituicdo direta e
atencdo a regra: a medida que
um denominador cresce mais
rapido que um numerador, a
fracdo se aproxima de zero:

limi:izo

X—-00 Y o0

c) lim 3*-x

X —00

f) lim X

X—-0 x

f(x) 4

b) Faca a substituicdo diretaq,
note que o denominador é 2
elevado ao infinito, express@o
gue cresce muito mais rapido
que o seu numerador “x”.

A fracdo também se aproxima
de zero:

lim X _— Z+_
X—00 2X 20"’* 0

MARCIC
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Encontre os limites das fun¢gdes abaixo:

. . ) 999
a) lim —2 b) lim —2X ¢) lim 19
X~ X+ 2 X—o0  3x? S
Respondid? o . lim ].0
Determine o limite da funggo a seguir: 75 ——
Solugao

Faca a substituicdo direta, mas se lembre dos limites laterais!

Atencdo a regra: Quando o numerador da fracdo é relativa-

mente maior que o seu denominador (que tende a zero),
a fragcdo tende ao infinito:

x—-0" X 0,000... MARCIC
W ULAY

lim 10 _ 10 _

x-0" X -0,000...

Os limites laterais sdo diferentes, logo, o limite geral ndo existe!

Encontre os limites laterais das funcdes abaixo, o limite geral
existe?

a) lim -2

x—-0 X

b) lim 1
Xx-5 X-95
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Respondidcf o ) . llm 2x% + 5x -9
Determine o limite da fung¢éo a seguir: X~ 3x2-3x + 10
Solucao

O maior termo do numerador e denominador sdo ambos

elevados a 2, logo, o método de substituicdo direta ndo
nos daria a resposta.

Tente dividir todos os termos por x%

2x*+5x-9
2x*+5x-9 +x* _ x> x* %X’
3x2-3x+10 =+x? 3x2-3x+ 10

X2 x? Xx?

Simplifique o que puder:

2_|_ _ 5 9
FTTER _ 2tx°y
3x2-3x+10 4 _3 10
x> x> X X X

Podemos fazer a substituicdo pelo infinito, note que todas
as fragcdes que sobraram tendem a zero:

S .9 o 9
lim 2-|_X X2 _2+oo 002_2+0-0_£
e 3 10 5. 3 10 3-0-0 3
X X 0o 002

Encontre os limites das fun¢cdes abaixo:

a) lim 6x° + X b) lim 4x*-x3+2x%-3x+1
X—co  7x3-1000 X—eo 2x*+5x°+x%-4x+9




Resolucoes
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9L a) lim x® = o003 = oo

X—00

b) lim log (x)-5 = -5 = oo

: X — 4 t _ rimeiro termo cresce mais
C) }1{11:2 J-X = 00-00 = © Orgpidamerfte que o segundo
d) lim X = = _
x—oc0 1000 1000
e) lim 'X3 = -(-00)3 = —(-00) = o0
X—-00
f) lim X _ g _ (-00)° = 00
X—--0 Y
% @) lim —2_ - 2 _ |
X—00 X+ 2 (o)
b) lim 2% - 2 _ 2 _
)X—>°° 3x? 3X o0 0
C) ]_im 10999 B 10999 B O
X—oo 22X N oo N

MARCIC




Resolucoes
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03. . -2 -2
a) lim = = —
VX T S0 T o
. ) ) O limite NAO existe
lim = = ~ o
x-00 X -0,000...
b) lim —1_ - 1 _
R )
) 1 1 O limite NAO existe
lim —— = — oo
x-5 X-5 -0,000...
oa. .
x3 6 + %
a) lim _SXTX 2 - 6
X~o  7x3-1000
x 7+ U
b) lim 4X4-X3+2X2-3X+1. _ i -
X—o 2x*+5x*+x*-4x+9 )
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